TD n® 3. Les relatiouns

1 Le produit cartésien et les relations

Définition 1 (Paire (ordonnée), n-uplet). Etant donnés xy, . la paire (ordonnée) (ou 2-uplet) de x;

et x> est
(21.22) = {{z1}, {®1- 22}}

Etant donnésn € N~ {0,1,2} et xy,....7n, le n-uplet dexy,..., %, est:

(la définition est par récurrence surn € N~ {0, 1}, le cas de base étant pour n = 2).
Si ry est un ensemble, le l-uplet de xq esi (0) = rp.

Sin=0. le O-uplet de x1,..., a0, est (x1..... ) =

Oun pourrait aussi définir, pour n > 2, (1. 23, ...,2,) = (21, (x2,...,25)). Parfois, on note le n-uplet
A8 s ou 4 T DET §B1 e o 4 T
Fait 2. Pour tout n € N et quels que soient T ....,Tp,Y1.e. Yn (X1, T2 Zn) = (Y1 -, Yy ) ssi

I, =1y, pour tout 1 <1 <n.

PREUVE. Par récurrence sur n € N.

Cases de base. Si n = 0 alors il n'existe pas de i € N tel que 1 < ¢ < n. donce il n'y rien a prouver.

Sin = 1alors (r;) = a1 el (y1) = y1 par définition. et (1) = (y1) par hypothdse. On conclut
r) = y| par transitivité de =.

Si n = 2 alors Phypothose (x1.ax5) = (yi.yz) signific {1}, {z,22}} = {y:}-{v1.92}}. Par
extensionnalité, on a :

(i) soit {x1} = {m} et {x1.2:} = {y1, 2}
(i) soit {x1} = {y1.y2} et {z1, 22} = {1 };

Dans le cas (i), de {x1} = {y1}, on déduit (par extensionnalite). ry = y1. Comme xy = yp. alors
{a1. 12} = {y1,y2} implique z; = y (toujours par extensionnalité).

Dans le cas (i), {1} = {y1, y2} hnplique ) = ¥y = y2 par extensionnalité ct. pareillement.
{xy. 22} = {1} mplique 1 = s = y;. Done, dans ce cas, 1 = 12 = y1 = y2.

Etape inductive (hérédité). Supposons que U'énoncé est vrai pour n > 2: ie. si (ry.....0 Eiall
(Wgss o ln ) alors @y = 35 pour tout 1 € i < n, Soit (B1,- - BraBug1) = Wi o« o Uns Yn+r): Alors.
par définition, ((r..... T i) = (i oo Yn)-Yn+1). Par le dernier cas de base, ceci implique
Bl = Yot O (Bl Tn) = (U140 0+ yn ). Par hypotheése de réeurrence. cetle derniére égalité implique
xr, = y; pour tout 1 < i < n. On a done établi x, =; pour tout 1 <7 <n+ L O
Définition 3 (Produit cartésien, relation). Soit n € IN ef soient ay,...,a, des ensembles quelconques.

1. Le produit cartésien de ay, ..., a, est Uensemble :

1 X R =B o i) | B € 9 pour tour 1 £ 1 S0



2. Une relation R entre les cléments de ay. .. .. ay, ost un sous-cnsemble de ap x ... % a,. Si

ap = ... =ay = a, on dit que R est une relation n-aire sur a; en particulier, sin = 1 (resp.
n =2} alors on dil que R est un prédicat ou wne relation unaire (resp. une relation binaire ).

Remarque 4. Sin=0alors oy x .., xa, = {I} (#0). Sin=1alorsa; x ... xa,=aq.

Notation. Soient « un ensemble et B une relation binaire sur a. Pour tout . et i éléments de a. nous
netons x By (vesp. x £ y ou ~x Ry) le fait que (x.y) € R (resp. (x.y) ¢ R).
On pose la relation d'identité sur I'ensemble a est id, = {(r, ) | x € alt.

Exercice 1.
L. Décrire toutes les relations unaire possibles sur ().
2. Décrire toutes les relations binaire possibles sur .

3. Décrire toutes les relations (-aires possibles sur (0.

2 Propriétés des relations

Définition 5 {(Réflexivité. irréflexivité, symétrie. asymétrie, antisymétrie, transitivité). Seient a un
ensemble et R une relation bingire sur a. On dit que :

1. R est véflexive ssiVe(r €a—x Rx);

2. R est irréflexive ssiVr(x €a = ~x Rx);

J. R est symétrique ssi Vavy (x Ry — y R x) ;

4. IV est asymétrique ssi VaVy{e Ry — ~y Br);

5. R est antisymétrique ssi Va¥y ((t RyAyRry — 2 =y);
6. R est irapsitive ssiVaVyVe ((r Ry Ay Rz) — B z).

Il est & noter que toutes ces propriétés s'énoncent par une formule qui est la quantification universelle
b
d'un conditionnel.

Remarque 6.

1. L'unique relation binaire £ sur @ est la relation vide, Elle satisfail toutes les proprictés 1-6 de la
Délinition 5. car dans ce cas, I'antécédent de chaque conditionnel est [aux.

2. Bi ¢ est un ensemble non vide et R est la relation vide sur a, alors R satisfait toutes les propriétés
2-6 de la Définition 5: R ne satisfail pas la propriété 1 de la Définition 5, car il existe un élément
x qui satisfait x € o (parce que a # (). mais aucun = £ a satisfait x Rr.

Fait 7. Soient a un ensembie non vide et R une relation binaire non vide sur a.
L. R est réflexive et R est irréflevive sonl incompalibles : si B est réflorive alors R n'est pus irréfleaive.

2. R est réflexive et R est asyméirique sont incompatibles : si B est réflerive alors R n'est pas
asymetrigue.

3. 8i R est asymétrique. alors elle est antisymétrique.

4. 51 R est asymétrique. alors la relation R' définie par - x R'y ssi e Ry vV r =y esl antisyméirique.



5. 8i R est antisymétrigue, alors la relation R défimee pur @ 0 By ssix Ry Ao # g est asymétrique.

6. Si R est symélrique et antisyméirique, alors YaVy (x Ry — x = y), i.e. R Cidy. Si, en plus,
Vo Jy (r Ry). alors B~ id,.

PREUVE.

1. Supposons R réflexive ; comme a # (. alors il existe x £ a et alors » R x par réflexivité: done, R
n'est pas irréflexive.

o

(par RAA) Supposons que R soit réflexive et asymétrique et soit = € a. Par réflexivité, z R = et
par asyinétrie, =z Rz, ce qui contredit la réflexivité de R.

Question : Pourquoi si a = @, cet argument n'aboutit pas & une contradiction 4
3. Si R est asymétrique, alors quels que soienl o,y © a. rRy A yRr est faux. Done (rRy AyRr)

x = y est vral. ainsi que sa généralisation universelle V.rvy ((xRy AyRx) — x = y), le. R est
antisvmétrique.

L. Exercice.
5. Exercice.
6. Soient x,y € a. Si x Ry. alors par symétrie. y Rr. Done xRy — s Ry Ay Rx. ce que, par
antisymétrie, implique r = y; du coup. {(r,y) € id,.
Exercice 2. Donner un ensemble non vide a et une relation binaire non vide R sur a telle que :
1. R n'est pas transitive ;

2. R n'est ni réflexive ni irréflexive ;

P

R n'esl ni symétrique ni antisymétrigue ;

W

I est réflexive ot antisymétrique;

[\

R est réllexive et symétrique ;

)
<3

R est réllexive el transitive;

=1

R est svmétrique. anlisymétrique ot différente de id,, ;
8. HNexister€a,ySatelsque ~x Ryet ~yRz
9. I est {ransitive. symétrique el non réflexive,
Exercice 3. Montrer que :

1. Toute relation antisvinéirique et irréflexive est asymétrique.

2. Toule relation asymétrique est irréflexive.
3. Toule relation transitive et réflexive est asymetrique.
Exercice 4.

1. Donner un exemple de relation transitive, symétrique et non réflexive,



Examiner argument suivant :

Soient @ un ensemble et R une relation symétrique et transitive sur a. Soit = € a. Par symétrie, si
zRy, alors yRz. Par trapsitivite, si zRy ct yRz, alors zRz. Done, si 2z est un élément quelcongue
de a, alors zRz. 1.e. R est réllexive.

2 Sotent o un ensemnble of B une relation sur a. Montrer que si R est symétrigque. transitive et
Vz(z € a = Jy zRy). alors R est réflexive.



